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UNA CLASSE IMPORTANTE DI SPAZI METRICI
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① µ > ✗ Il -111
- M " " "E ' "

""

;É① Ha + yll ≤ "all +11yd

B; "P

( IR
"

,
II. Ilp ) p ≥

1

llrellp
= (§ / sei /f)

%

(M: " ". ) , nanà.my/xil
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A- ≤ ✗ È APERTO SE
V' ✗ c- A Ir te. Brian EA

( ≤ ✗ È CHIUSO SE ✗ ' C È APERTO



UNA TOPOLOGIA su ✗ È ✗ = { AEX : D APERTO }

PROPRIETÀ :
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⇒ Un ¢ (
DEFIN .

IN
h

.

ASSURDO ,
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DÈ. ( ≤ ✗ È LIMITATO
SE

[ ≤ Brise) PER
QUALCHE r

E 2 .



PRIP: ( compatto =) ( CHIUSO E LIMITATO
_

DI ② CHIUSO .

sene c
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COMPLETEZZADEF-sensucc.IN ✗ È di CAUCHY se

ti 3- ne te .
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2177.1 ≤ llaellp .MY/lq./a.bsfaP+jBI)
DIVIDENDO PER 117 /lp

- llyllq

E :&; , ; !
+ { ÷; --ÈÈ

YOUNG
HXIIPP



CONSIDERIAMO

Il ✗ + yll
"

= [ Init ? /
P

= [ 17. -14.1 . 17. -14. /
P"

P i

≤ [ ( ✗ il + IY;D / ✗ i + Yi /
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// f- ftp.-30 { SI DICE CHE fn CONVERGE}
UNIFORMEMENTE A f

0¥ LA Conv .
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DOBBIAMO VERIFICARE CHE fe ((Lab))
.

FISSANO E > 0 E FISSIAMO nana ,

DATO CHE fn È UN / F. CONT .
,

] Si T.ci
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/ fini - fly) / < E se la - il <
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/ fin) - fly) / ≤ lfcx) - frise) /
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FUNZIONI CONTINUE
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.
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TUTTI GLI SPAZI (R
"

,
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HANNO LA STESSA TOPOLOGIA

E SONO TUTTI COMPLETI
,
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Dt f : ✗ → Y È L- LIPSCHT Ziano (↳ 0)
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,
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,
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f :X > ✗ L- LIPSCHITZ .
Col ( < 1

SI CHIAMA
CONTRAZIONE

.

TEOREMA DELLE CONTRAZIONI (BANACH - CACCIOPPOLI)
(✗

,
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METRICO COMPLETO

& : ✗→ ✗ CONTRAZIONE ⇒

3- t.IE/t.C.f(x-)--X
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f
.

INOLTRE
VIE ✗ LA SUCC . Dent ,

_ flzen )

CONVERGE A 2T
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COME sono FATTI I COMPATTI IN [ ([qb]) ?

TEOREMA ( ASCOLI -ARZELÒ )

( ( K) , II. Ila ) KEIR
"

compatto

fne ( (k) SUCCESSIONE T.C
.

① Il ftp.tc-vn

② fn EQU / CONTINUE
,

CIOÈ HE IS T.C
.
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Un
.
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. sei EK

DENSA IN K
,
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,
-
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K
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,
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K
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.

fn
,
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.
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µ
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.
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È SIA 2
,
.
- zen

UN SOTTOINSIEME DELL' INSIEME

N

DENSO T.ci KE UBGIZ ;) ,

i. 1

QUESTO SI PUÒ FARE PERCHÉ K È con posti 0

E KE È Bgcxi ) .



VOGLIAMO n@ STARE CHE ] KE T.C .

/ false ) - fg.la ) / ≤ E theek
,

tk
, ] > KE .

SCELGO KE te . / fin:) - fjfxi) / * E ti .ch , . -N}
Hk
,] > KE

PER se c- K ] sette . / se
- se:/ < 8

,

QUINDI

/ fin ) - fila) / ≤ ftp..lu) - fin .fi/+/fini-)-f;lseiY+/f;Hd-f.kf
≤ 3C VK.pk
⑤ ⇒ % CONVERGE IN [ (k )

.



0¥ FKEQUILIN .

NON BASTA

tie
.◦ ! ! !

FKEQUILIM .

E EQU / LIPSCHITZ BASTA
⇐

cioè / fin ) - fly ) / ≤ LK -y )



SI POSSONO CARATTERIZZARE I COMPATTI Di [ (K ) ;

TEOREMI [ c- ((K) CHIUSO

È COMPATTO ⇔
TUTTE LE Fuwz .

f- C- E SONO EQUILIM . Ed EQU
/ CONTINUE

.
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LIMITI E FUNZIONI CONTINUE IN IR
"

propi f :D → IR A c. IR
"

APERTO 2. c- A

f È continua IN de ⇔

f. flt) :[a. 1) → IR
È continua IN

f- 0

lt CURVA (continua ) 8 :[ 0,1 ] → IR
"

con flo ) - se . .

DI f cont =) f- ☐ f CONT. %

(⇐) SE f NON È CONT
.

,

È sen-37 T.ci
fan )☒ fisco )



In 78 :[91 ] → IR
"

curva
/ Unti
a

T.c.NO) = Ho E

È:
✗ Italian con tn .

f. oltn) ._ flxn) -1> fin . ) -_ fatto)

⇒ foy NON È CONTINUA .

OJS : PER VEDERE CHE f NON È CONTINUA

"

BASTA

"

TROVARE ✗ t.ci foy NON È CONT.

Ad 8kt) -- t.ir , f. gltl-flt.ir) .



flx
, y) . { £7,2

AD -1190)

(Yy ) =/ 0,0 )

⇔
! :* " ?

f- ( ◦↑ ) - fin, D=
O ti ×

, by

Nt) - ( Igt) f. ✗ A)
= È -14ft

0=7810) ≠ fimfog - § ⇒ LA FUNZIONE

t-30 NON È CONTINUA



OSI fin flt.ir) ≤ fio) foto

1-→ O

NOI IMPLICA
Fim fca) = flo )
a-30

① flag) - {1 y
- x2 # a

◦ ""
"⇔ '

Vr ffltv) :O ,

t# 1

⑤ flag) = { ÌÌ
Kisha,

O Hy ) - (qo)



flx.si) = 2%7=1 torto ⇒ f- Non Écont.

f- ( a. An) = II = n'- ◦(a) → 0

attiri I NO

PER VEDERE CHE / È CONTINUA SI PUÒ

CERCARE g :[91] → IR
conti

, gh'
0

, g ≥
0

T.ci/flx)-flxd/≤ glia -71) → O

se-320



ESEHPli-fln.yi.mx?;lyY?- ×? > ◦

PER QUALI 4$ I him flag) = 0
A. 9) → (qo )

cercavano g
te . flsgy ) ≤ g (FÈ)

ix. Mitya ,iy.sfii-yfpgy.rxh-yr.tt-2

✗ ta > 2 ⇒ f- È continuo
,

D'ALTRO CANTO flx.se) - Ix )
""# O se ✗ +B≤ 2



finis ) = | µ*Ì÷p ED
≠ Go) xp > o

0 1%97=199

*79) =/ ✗ Inis) , Kai)) &.IR?slR2cowt.
f-

'
:/R'→ IR
'
cont.

✗ = sgnlx) / se/
%

[ $ OMEOMORFISMO]{ Y =sgniylykfcowt.inGo ) ⇔ f. &
"

( XY) È cont . in / 0,0)

f. ÈYXY) - sgnHYI.EE? → ◦ ⇔ g- +§ >
2

✗
'+42 XD-349

✗+ P - ✗BIO



CALCOLODIFFERENZIALE-fi.A.IRPER
"

APERTO YEA

LA PELÉE
Ì È LA DERIVATA

☐,
f NELLA VARIABILE

sei
,

CIOÈ È IL LIMITE

fin fH+tf%) = fa ! ".) , ¥;

171,4717)
1-→ O

SE ESISTONO TUTTE LE DERIVATE PARZIALI

IL VETTORE (7) = | . . _¥9) . - .) E /R
"

si Dice

Dei

GRADIENTE di fin %



DATO
VEIR "

,

Vito
,
il LIMITE

lim flagttv) - fino
1-→ ◦ f-

= Dirti?)
. York. )

SI DICEÈÈ
Di
f LUNGO V

PRUA (FERMAT) SE % È DI naxlnin LOCALE PER f

=) E- 0 È MAXIMIN LOCALE PER flsgttv) to

=) SE ☒ G) ESISTE
,

SI HA ☒ HA ) -0

IN PART. Pflag) = (9 .
-0) (SE ESISTE)



DÈE f- È DIFF. IN 7th SE ] ✓ c- IR
"

te
.

f- (a) = -111 ) + v. (a-no) + ◦ (1×-71)

01 stiano DICENDO CHE flx )

AÈ APPROSSIMATA,
A MENO DI UN ◦ (12-71)

DALL' APPLICAZIONE
AFFINE

se » fin.) + v. (se -4 )



Propi f DIFF. IN % =) 7 Oflag) E si

Ha flx) =L +
Pflno) (se-471. ◦ kik -11 ) .

Din sappiano
CHE f- ( × ) - f-(4) + v.(X -A) + ◦(1×-11)

FISSANO I E PRENDIAMO al
= Notte ;

E-tf-E.tv.

- + ◦
LÀ _ ¥1 :)

1-→ o
dai

OSÈ LO STESSO conto
con r

- Ittiti c ,
DÒ CHE

3%17) = Offro) . W .



IN PART . IL MASSIMO

Iseo) = lifcx .) )
mah

NN : 1W / =L
JW

ED È ASSUNTA NELLA DIREZIONE
W ' %¥÷ ,

c)OÈ Pf/%) INDIVIDUA
LA DIREZIONE

DI
"
MASSIMA PENDENZA

"
di f



( DIFF. TOTALE)
f :D → IR

,
7th ,

SUPP . CHE I ☒ (a) ti e
tre Brad

dai

E CHE ¥ SIA continua IN %
Vi

*sei

⇒ f È DI FE IN % .



(n :L ) .

flx
, y) -
fly

, g.) =
f- ( *
, y) - fluo, y)

+
f- (7

, y)
- f- 17,4 .)

g- IFENG.no) + Élan) ( y -4.1
(✗ LAGRANGE)

= [¥1717 +011 ) ) ( se -7) +
+ [ ¥, Hilo)

toh) / 4-%) per la .us ) -31%1)



= tflx.is .) . ( se-1,9-1) + ◦ ( ÈÙ+Hy÷)
quindi f- È DIFF

.

IN (7)%) .

0¥ LE STESSE DEF
.

VALGONO PER

f. A -311?
"

f. ( % .
.
. .fm) f. → IR

f cont . IN % ⇔ &. cont. IN sg
ti

f DIFF. IN % ⇔ f
;
DIFF. IN

2
,

ti

⇔ f(→ = -91%) + ☐ftp.fx-n.to/k-x.D



'

:
dove d- tali

;
- 2¥

,

:( TÈ:?) ) si dice

FEED di f IN 2
,

% LA DEF
.

È ANALOGA IN SPAZI Di BANACH

f :B
,
→ Ba B

;
SP

.

Di BANACH

f È DIFF . IN % SE ] L:B,
→ Bz LINEARE

E continua ( ! )

t.c.fm) - fin.) + LK-xdtofk-x.li)



ANALISI 2

LEZIONE 4

11/10/2022



DERIVATA DI FUNZ .
COMPOSTA

f : U → V UEIR
"

APERTO

V E IRM si

g
: ✓ → IR

#

f diff. in se
.

, g diff. in
fin
.) ⇒

g.
f è diff. in se

.
e 1) ( g.f) (1)

= Dg / fin.)) .
Dflse .)

K-m-g.fm =

g (
fini) = g / fino + Dflx.)

- (x-a.) + ◦ ( la-71)
= g ( fini) + Dg ( fla)

- Bekki > la-7) + ◦ ( ix.noi)



EI f : U → IR USIR
"

diff.

8 :[a.b) →
Ù curva diff .

glt) = -11pA )) g' (t).pt/oAD.yYtITE0-( LAGRANGE )
f : U -→ IR DIFF. [ogy] c.

Ù

[osy ]
= { txt (1-1) y : 1€41]}

È '
=-D fly) - fin)

= ltflz ) - (y - n)

2- = In + 4-1) y le / 0,1 )

y



DI Sis glt) . flxttly
- n)) te. [0,1]

APPLICO
LAGR . A g

( t)

gli - glo)
-

- fly ) - fin ) . g
' / E) =

= ltflglt )) .ly - n )

= Of / naath- n) . 4- a) telo,1)
.

OSS : NON VALE PER f.IR?)lRmf-./f,...fm)

si HA fly) - fin) = / . . . 0%(2%19.2) . . . ) « i.cm

MA Z
;
DIPENDE DA i

.

POSSO SCRIVERE / fly)- f- (a) / ≤ Max
/ Dflz) / .ly .# I

2- C- [a,y]



NORME su Mnxm

(Kim! È
,

mi;)" ≥ IIMII . ma / Mil )
v : IN:L

COI f. U → IR diff. U aperto connesso

✓ fin) = 0 Un c-
U =) f cost

.

DI a. you a # Y NY
Jj :[917>

'

U
Io

No) - a 011 ) - y

(f. g)
'

(f) =
Vfb) - ✗

'
(f) = 0 ⇒ fog costante

⇒ fai) = fioco)) = -91811)) -- fly) .



DERIVDTESVCCESSIVEI-t.az:1?i---Yai:))
27; - - -

>✗
in

DERIVATA PARZIALE kª
,

CE NE SONO n

"

< f) =

ÌÌ MATRICE Hessiano ( nxn )

ij 2722;

=
ÌÌ D'% :(IR

"

)
"

-> IR☒f)
i
,
.ir
. viii.Yin K - LINEARE



☐
"

fly [vi. %. ] :[
Èlo

,

"
. .

- ri"
i
,
. . .ir
,

>✗
ii.
> ✗
in

☐
"

fin.IN?DIKx.)Iv,v,...v] .

0¥ Ì non È IN GENERALE

27. _ -24in INVARIANTE ✗ PER PERMUTAZIONE

DEGLI INDICI

% fin,y) . { ª!Ì÷
"↳¥0 p.sc :o) ,

◦ a.g- O D' flop) - (II)



TES /SCHWARZ )

f : U -> IR DIFF.

Noe Ù

Ìflx ) 2¥11 Esistono in Brtko) PER r > 0

È
;

'

27.24.

E SONO CONTINUE IN Ko

⇒ ÌL .
27cg

¥7.22; 2dg >sei



DI h
,

K c- f- { s)

f- (notte ; + Ke ;) - finferli) - fc2.tk e ;) + fly )

= gli) - gio)
-

- g' (8) ÉÀ / Le:( Italie :
+ Ke ;) -3%1%+07%1

1k¥- ( 2%+8 leit @ klj) ④ È c- ( 0,1 )

ariani
L

.

= hkji.FI/x.+yfei+itkli)y,Fc- ( 0,1 )
✗ SIMMETRIA

gct) = fln.tt Lei + ke ;) _ flx.ttLei)



DIVIDO PER LK ⇒

Ì÷à:( a. + ⑤ heiioke ;)
-
_
(a.+ ylheitykej )

Jean ;

PASSO AL LIMITE
PER &

,

K -30 E V50 LA
CONTINUITÀ

.

: UN ENUNCIATO ANALOGO
VALE PER

LE DERIVATE DI ORDINE K

OSS /ESERCIZIO : f È DIFF . 2 VOLTE IN % ⇒

☐7 È simmetrica



FORMULA DI TAYLOR

DE fe (
" ( Ù ) ⇔ f È di.tt. K VOLTE

E ☐
% ÉCONIINÙ

⇔ ] 2k€ IN
Ù E SONO TUTTE continue

22h . -22k

TEI f : U → IR ,
UEIR

"

APERTO
,
se.EU

② fec
"

tu ) ⇒

fin ) = % / fa .) (a) + ◦ ( In -11
") ← RESTO DI

PIANO

Dove È / fa .) (a)
= 1- 'Élise .) [a-sedi
i. o

i !
poi . Di GRADO

K

IN & . -

✗
n



D'
"ftp.fx-x.j = [ ÌÌ . ( se- ✗Dj

,

. .
-Hadji

J
,

.
- Ii

>"
j
,

--27;

② fe (
"

( v ) ed È DIFF. ④ + 1) VOLTE IN JJ ⇒

fin) = I. ( fa .) (
n) +È;D

" " "} (7) In -% ]
""

RESTO

-

◦ ( la-agi
"")

DI LAGRANGE

2- c- (7in )



DI FISSO RE U

e glti-flx.tt?Ta-x . )) , te 1,1]

APPLICO IL TÉO Di TAYLOR A glt) in F- 0

(i )

E OSSERVO CHE g (f) = D' (g) [a.%]
.

IN PART. % 7) Ix) = I. lg , ) (1)

⇒ fin ) = g( 1)
= I. 19,911 ) +

(Èi, :S
"
i

⇔,

= Iqaluit (È;D
"" 'f(appese .] ⇒②

③ SI OTTIENE DA ② APPLICATO CON K AL POSTO DI (14+1)
.



MASSIMI E MINIMI LOCALI

Uslr
"

f : U → IR

DEÌ 2
,

È DI MAX LOCALE SE ] r > 0 T.C
.

f-(a) ≤ flag )
ltre Bach )

È DI MIN
LOCALE SE

fge) ≥ -97 ) thee Bra)



TEI f : U» IR
DIFF

.

2 VOLTE IN %

Pflag ) - O

② 7 DI MAX LOCALE =) Òf(%) ≤ 0

① % Di nin
locale ⇒ V7 (zio ) ≥ 0

① ✓ % (7) < 0 ⇒ % DI MAX LOCALE

④ 7¥17) > 0 =) Rod ,
n' N

LOCALE



MI

① SUPP . ✗ ASS
.

CHE ÒF Cno) Non ≤ 0
,

CIOÈ 3- VEIR
"
T.cn PIGS ) {v.v] >0

glt) = flssttv) gio ) - fino)

g'(o ) - TFGD.ir -0 g'
'

G) = 0717112,0] > 0

⇒ C È DI MIA LOCALE STRETTO PER g =)

fcsgttv ) > flx. ) te 1- SE) , # 0 ASSURDO

② SI FA cane ②



⑤ SAPPIAMO CHE Pflag ) -0 Òf(4) < 0
|

CIOÈ PÌ. / [v.v] ≤ -Siri S > 0 f- min Mail
i

PER TAYLOR

f-(a) = fla
. ) + %aD-ia.se.]! ◦ ( la-712 )

≤ fin. ) - Size
-2
. /
<
+ ◦ (1×-712) ≤ fla. ) - § In-412

E RA

SE /2-% / «1

=) % È MAX LOCALE STRETTO

④ cane ③



Defi % PUNTO CRITICO
,

CIOÈ Pfcsg )=0
,

CHE NON È MAX LOCALE O MIN lotb.lt

SI CODICE

PUNTODISEL.LA
D ESEMPIO

,

SE DIG ) AD SIR AUTOUR .
> 0

SIA < 0 =) % È UN PUNTO DI SELLA





MASSIMI E MINIMI

0¥ SE 07111 È simmetrico =)

ÒF ≥ 0 ⇔ 1 ; ≥ O ti 1 ; Autovox

plf.co ⇔ ti fotti

( n - 2)
p} ≥ , ⇔ tre?) 70

det / 07 ) ≥ o

Ùfsio ⇔ In
'f) ≤ O

dette ≥ o

DEE-trlofu.D-i.D.pro ) si chiama LEI D' f



DÈE f : U → IR DIFF. DUE VOLTE

SI DICE ARMONICL.SE VERIFICA

f- = 0 ( EQ . Di LAPLACE)
È fixy) = axtbytc atto:-/ O

CERCHIAMO
Max E n' N DI f su 13,10T :{a!y%↓d}

Pflxiy) - (a)b) ≠ (0,0) Non ci SONO Punti CRITICI

IL RAX E IL MIN ESISTONO ( WEIERSTRASS )

E SONO su JB
,
- {4,4) : ✗2+5=1 }



PARAMETRI Nolano JB
,

= In / flt ))

ott) - ( cost, Sint ) te 192k]

CERCHIAMO Max /MIN di glt ) = f / Nt) )

g' (f) = Ittiti) >Nt) = ( a.b) . / - sint , est )
HK )

⇔ Est, sint) ✗ (ab)

• .t
, ,
ti

NI )

Nti ' ' ÉTÉ olta ) . - Nk )



flotta)) , finite flotta ) . _Élite

Nt
,
) Max Di f ✗ (to)

MIN DI f

0¥ fin) = se >✓ + w È ARMONICA

E NON HA PUNTI CRITICI
SE ✓≠ 0

fcx
, y )

= sé- y
' È armonica

E HA 1 PUNTO CRITICO IN (go)

CHE È UN PUNTO DI SELLA



-

U SIR
"

APERTO LIMITATOPROP

f : Ù → IR cont .
,

f / uf
DIFF . DUE VOLTE

( Afta ) - 0 fine U )
E f ARMONICA

⇒ f HA MAX E NIN GLOBALI SU JÙ .

DI SUPP
.

CHE IL MIN DI f NON SIA su JU

CIOÈ 77 EU te .
flx

.
) ≤ fin ) tre

Ù

E flag) < fa , se EZU

IN PART
. 7 E > 0 Te .

flag ) ≤ f- (x) - E IREN



QUINDI ] E
'
> 0 T.ci .

flag) < min (fla) - E
'

/ se-712)
x EJÙ

CONSIDERO gcse )
= fcx ) - e

'

/ se-2g /
2

giro) < min ghe) ⇒ g HA minino in Ù

reati

⇒ ] R EÙ T.c.se,
È MIN .

ASSOLUTO DI &

⇒ Pga) - 0 , Pigini ) : Ùflni ) - de
' Il ≥ O

PRENDEVO LA TRACCIA
O ≤ Afta

, ) - Ze'n = _ 2 [
'

n

ASSURDO .



FUNZIONI INVERTIBILI

domanda : f : U -→ IR
"

UEIR
"

APERTO

① QUANDO È INVERTIBILE ?

① QUANDO È LOCALMENTE INVERTIBILE ?

CIOÈ FISSATO R
,

E
U ] V INT. DI %

e
Wsf ( V) INT. Di flag)

T.C
.

fly È INVERTIBILE TRA
✓ E W

( n -1 ) se te c'(f) e
l' ix.) -1-0 x.at

⇒ f ÉLOC . /NV. CON IAN . (
1



TEO ( INV .

LOCALE )
f : U → IR

"

di CLASSE C
'

xoe
Ù det ⑧ flat) =/ 0

,

CIOÈ DICI) È INVERTIBILE,

=) ] Vint. Di no ,
] =P (v ) INT . Di Y;

flag )
,

] g :
W» V DI CLASSE C' IW)

T.c.gl?cx))-.seV-xeVEDgly)--Dflui1VxeVDoVEy=f(x)



DIM-H.EU ,

☐ fla
.) INVERTIBILE ,

= Dflao)
-1

CONSIDERIAMO Bplseo) E Bruto) y;
fla

. )

[ ABBASTANZA
PICCOLO T.C

.

Il Dflx ) -DFH.tl/ ≤ Iggy ( usiamo feci)
E r

' £011 .

fossi
in Questo ☐ ' ^

"
" ""^^ "

° " " " "" "(È 11m11 = max / M - v1 È una norma su Una
iv. 1 pp .rs/l&eEHDll-llBll , Hill

-§,



VERIFICA : HAH - Max / Art
Hot

HBH=moxHY≤HH;;jY¥✓HO

VOGLIAMO
MOSTRARE CHE Vye By ( y

,
)

] ! xoBÈ T.ci fin) - y .

FISSIAMO YE Brlyo)
CONSIDERIAMO LA Funzione

Tca) - set A ( y- fin)) D= df.gg,
"

see BpÌ



PER COME ABBIAMO SCELTO p,
r

TÉ una contee
su Beloit

④ VERIFICHI ☐no CHE T È % LIPSCHITZ

Il DTHKHId-Dfin.ID.in) /|
= // Dfk.ie/Dflnp-DfCxD//
≤ Hall - Il Dfkd-dfmlljfjq.to .

perla scelta dip



② 1- (BÈ) c- BIT Fissiamo seEBIT

/ Tlx) - % / ≤ /Tln) -TG .) / + / THE) - n . /

≤ 121×-71+1 A (y - y .) /

* & + 11111 - r . { +
"%÷ =p

CIOÈ TK) c- BÈ) ,

PER IL TEO DELLE CONTRAZIONI ]
! se = g (y ) GBP127

i. c. fin) = y



SIA W = Bply
,

)\f( 213pm )) INTORNO APERTO

b
COMPATTO DI Y

,

V. gcw) • FÌW
) c. Bela )

✓ APERTO ( DATO CHE
FÉ CONTINUA) E Gf

✓

⇒ f È UNA BISEZIONE TRA
✓ E W

,
e go.fi/W .

VEDIAMO ORA CHE g È
CONTINUA IN W

CIOÈ limgly
'

) - fly )
--0 tyew .

y'→ y
FISSIAMO y

C-W E



Chiamano se

'
- gly

'

)
,

se
-gly ) c- ✓

SIA T LA MAPPA DEFINITA DAL PUNTO Y
( Tia) = seta /y - fla))

TÉ % LIP .

=)

{ Ix - ✗
' l ≥ / Tlx ) -Tin

'

) / =

= / se - se ' + A / fla
' ) - flx ) ) /

≥ / × -✗
' l - f Alyiy ) / ≥ K - ✗

' l - HAN . / g- y
' /

⇒ In - se
' / =/ gly) - gly

' ) / ≤ 2hAM .ly
- y

' )

g È
2hAM - LIP .

,
IN PARTICOLARE È CONTINUA .



VEDIAMO ORA CHE g
È DIFF. 1kt y

E Dgly) = DAN
"

,
Devo VEDERE

yjly
' ) - fly ) - Dfcxitly

'
- yd

'

-

→ 0

y'→ y
IY - y)

CIOÈ
là.nlan-Y.FI/Kaii-tm)- . _

.

ly
'
- yl



.si/-x-N-ui;!YH'KH-'.i;;f,
= ◦ (1) . p%g÷ ⇐ ◦ (1) → 0

g.
'
→ y

≤ 2hAM

⇒ -3 Dgiy ) = Dfcxi
'

⇐ a → Dflse) È cont. ⇒
se→ DI (a)

"

È cont .

E INV . ⇒ g E [
1 ( W ) .
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TEOREMA DI GAUSS - GREEN

-

DE DE IR
≥

CHIUSURA di UN
APERTO

① DN-EERISP.DZ
SE

3- fg :[ a. b) →
IR te. D' {HI) : fini ! yfgkdixela.br }

con fig
☐ NORMALE RISP . A Y ,

si SCCAMB / A se con Y

" "

"" " ..

"

ÈÈ
.

her



① DirLe
SE

fg.cc#0DRtG0LPRE-
SE È UNIONE FINITA

DI

Donini
NORMALI REGOLARI CON INTERNO DISGIUNTO

05-5 : D REGOLARE =) 3D
c' A TRATTI

JD È UNIONE FINITA DI CURVE
CHIUSE [

1A TRATTI

☐ È L' ORIENTAZIONE
"
positiva

"
D' QUESTO SISTEMA DI

curve ⊕ÈN FIN ;
-1

↓ nopn .

ESTERNA AD

<
D gtd

TANG . A JD

>



TEI/
Gauss GREEN)

☐ ≤ È REGOLARE
,

f- e CI (D) con A? D

APERTO

⇒

② { È
da .ly = / fdy

JD

② f ¥, dady
= - ffdn
JD

D



DI :

DIMOSTRIAMO ② , ② SI FA ALLO STESSO MODO
.

D= Ù D;
,
D; NORMALE

REGOLARE .

ii. 1

④ SUPP .
D NORMALE RISP . A y .

7- 4. g :[c.
d) → IR ,

D= { 4.9) : hly) ≤ a ≤ gly)}
y a

%

il
.



d yly)

fa? = { {
µ
:L da dy . /

"

fly 's) ,y) - flhiy , g) dy
D

e

| fdy = È / fili ,ei = f f < T.ie, > + / f- < Tg ,
e
,
>(y, ÷, a.

g
,

" Adsl :'(gin , y ) se ish I. %;÷
":

i ↓

( fqfst.ci : f f / 841,1) - 'ÌIÌÌ
= / flyly) ,g) dy

C c

{+☐
fdy = È -118479 ) - flhiy) ,y) dy



④ supp .
D NORM .

RISPETTO A 2

D' { 4. y ) : Haley ≤ gin) ,
nela!]

✗È?
qui :(a.

hai )

Ì↑È% anni, "" )
f E

'

a
b

INTRODUCIAMO IL
" POTENZIALE

" Flh
,
y) :D

» IR

se

Fia
, y)

.
. ffdy = / FINE,hcnkdhkk.to/t+f9flu,t)dthlse

)

Oxy a



¥179) = flash

È cnn.tk#hni
. /
"

2£↳tldt .

.lk#hinhln)=fii,aFekHdtdF=IIdatY-dy--
( sì

,
;¥ Holt) da + fdy

↓

ESATTA

/ di:O ⇒ ffdy =
- f /S' Feat) dt) da

JD ytd JD hlx)



= - f f
"

.IE?tidtdr ≠ / l' Y-nla.to/tda
0
,

HM t
}
Hai

Als) - ( s, hist)
se {ab] '

's) =/ 1,44s ))

{ GIA = ( s , gls)) "
""b) 8,4s) -11 , gl' D) }
' 0! ( s) - l

,
> = fils) , e, > =L

b Hai

= - f f Fant
) dtdx

+ [ gli
"

a ben,
¥ ↳f)

dtd,

a him
"

o

= {Le dndy .



* D REGOLARE D= ÙDI .
i.1

|
,

}! = § / È Additività di /
Di

/ fdy = [ ff.ly
i

sid Di ↓
'

L' INTEGRALE di fdy ;::È:su ÒDIIÉD; È NULLO
( it;) 7



CONSEGUENZE DEL TEOREMA

☐ SÌ REGOLARE

F- ( Fifa )
F. A →
È A ≥ D APERTO

CAMPO DI VETTORI
(
&

dir F = 31¥ + }§ DIVERGENZA DI
F

[ÌD :(alti , ylt )) , tel )TEO-CDWERGEWZDG.ci .

{dire = / III. STÈ
! / ebay.E.tbi.FI/Fiy'-.Ex'dt

I
D D ID



:[ / F. N = / F. N <

%8 JD *↓
FLUSSO DI F

ATTRAVERSO ad ✗ It) :(altjylt))
Ttt).LY?ITEO-(STOKES)
Net) :(H;j/ .

= / F. dxi-F.ly
d) se ay

ÀD
rot (FÌ integrale DELLA FORMA Associata ☐

ROTORE DI F F LUNGO ÀD
,

LAVORO o CIRCUITAZIONE DI [ LUNGO Jtd



0¥ SE F È IRROTA> 10N ALE)
CIOÈ Ida + Edy È CHIUSA

⇔ Èè -3¥ =
0 ⇒ I Fidsittdy -Ott DS A regolare

ID

QUINDI SE È SEMPL .
CONNESSO

⇒ f F, dai Fzdy = 0 kg chiusa in
la =) LA FORMA

È ESATTA
6

Cori (FORMULA
DELL'AREA)

SE SCELGO FIN , y) = se 2¥ = 1

IDI =/ IL = Sxdy = - Sydx = { fxdy - ydoe
☐

ÌD jtd ÒD
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INTEGRAZIONE SU K - SUPERFICI

( APPROCCIO PARAMETRICO)

DE [ SIR
"

È una sup . Di dimensione
K (o K- sup )

di classe
(
1

,
SE
V2
,
e [

B
,

SIR
"

PALLA UNITARIA ,
3- q :B,

→ IR
"

,

DI CLASSE
(dic .

✗
◦

C- q (Bg) C- [

io
e zk /Dylan) - K

✓ ✗ c- Ba
.

%

DICIAMO CHE [ È
" EMBEDDED

"
SE

.

possiamo SEMPRE SCEGLIERE Y T.C 41131 ) ≥ [ nBrtko) , r >
0
.



COME SI CALCOLA L' AREA K-D.in
.
Di [ ?

SUPPONIAMO [ = q ( v) qe rkldy) = K

U ≤ IR
" APERTO

② qlse)
= (se L MATRICE kxn

rkll) - K

④ L ORTOGONALE ,
< La

,
Ly > = < se

, y
)

IL -

- Tdk

µ
"
/ E) ÷ lulirk
↳ nisurp K - din . Di [



④ L GENERALE ,

POSSO SCRIVERE

L : L' • S S c- Ma
,

L' ORTOGONALE

A
"

(E) = H
"

/L' - s.lv)) : / Sul / =/detsl.lu!K

formula DELL'Meta

IN IR
"

⇐ IL = ÈÉÌS = ÉS • Mia .
Tifi

del-ED = detlsts) .. datti

|H"k)=È-



⇐ ( FORMULA DI CAUCHY
- BINET)

dell'2) = [ detti> 12
M minore di rango

/< di L

② [ =p / U) 4
LINEARE A TRATTI

H:<i. SETHI " u

U calze

③ { =p (v) qec
"

rkldqca)) - K tutti



] cfn LINEARI
A tratti T.cn

b

ANDREBBE DIMOSTRATO

g.(a) → ycse
) E Dante) → DYK)

un' E in see U

PER h -7 00

HYE) :b;D"(qlu)) ,t.ly/utdetAqiDq-T=ftdetlDytDy)-f
OSI TALVOLTA SI USA LA Notazione Jy=HtDqᵗD



0¥ Ritroviamo la FORMULA / qlv) / = {Jy
q :( a. b) →

IR
"

Dy = q
'

Jè Ice " It' ( quid) - Hq) - filo '

/

K=2,n 4=(4,1747%(797%49))

La %,) ☐9%4 = 1%1
'

< yaig >

" %:: Ianni)
II. IOWTAÌDT = H×HyFi,%~ = Ha " % /



aab = detto: : ;)
↑ b

,
b
,
b
}

PRODOTTO VETTORE

-

9. (vi) n 9;
tu;) = ¢ i ≠ ;① E - ¥1!!

MD÷È{;%ᵈT-



Esempio (GRAFICI )

[ = Pf C- IR
""

f : U → IR VE IR
"

APERTO

fa ( 1

9 (a) = ( n, fin )) e IR
""

☐""" (È:;) si. Faint

H
""

/ F) = {Mi-MI
da



#
"

(E) È INVARIANTE PER RI PARAMETRIZZAZIONE

E. glu) -_ ylv) v. ⑤ ( U)

② DIFFEONORFISMO (
1
tra Ue ✓

4=4 . §
"

Dy - Dq . /DÈI
"

Dq = Dy - DÈ

H'
'

(E) = {itdetdèdy =/ HtHÈDyᵗDyDÈ)-FORMULA DELL' AREA

=

"

f- JYJ da ! 5*2,



DEÌ [ =p (
U) K - SUPERFICIE

f : → IR continua [ ≤
A APERTO di

R
"

ff :-. Sky) } dx
[ U

IN GENERALE
[ =
È)
i

N

Sf :-&
,

/ (f. 4.) Jqidoe
E

vi

È µ È INVARIANTE PER RIPARA METRI ZIA
810W /



FLUSSO DI UN CAMPO DI VETTORI

[ ≤ IR
"

(n-1) -SUP . EMBEDDED
,

tre [ ] 2 SCELTE DEL VETTORE NORMALE IN

Itri NG) e - Ncx)

[ SI DICE orientabile se ] SCELTA
CONTINUA

DI Nla) .

([ , N) SI DICE UNA SUP
.

ORIENTATA



Dei ¢, N ) SUP. ORIENTATA DI Din . n
-1 in IR

"

V ;
A → IR

"

CAMPO DI VETTORI
CONTINUO

[ c- APERTO

/ <↳
N > si ☐*CE FLUSSO Di V

E ATTRAVERSI
-

DIPENDE DALLA SCELTA DELL' ORIENTAZIONE µ



LE [ = JU USIR
"

APERTO

CON BORDO (
&

[ È ORIENTABILE

NÈ) NORMALE ESTERNA

%) ' %÷ , SE U :{fs}
µ

"

(ze)
' 1 INTERNA

%: QUANDO SI CONSIDERA IL FLUIDO DI V

ATTRAVERSO E- JU
,

DI NORMA SI CONSIDERA
NÉ )

,



TEORENACDIVERGEM.is/-
[ = JU IPERSUP . (

1 ( o c' A TRATTI)
USIR

"

APERTO LIMITATO

V :
→ IR
"

CAMPO DI VETTORI DI Chasse (
1

ÙEASIR
"

APERTO ⇒

DOVE
n

fvii-fdirrhdT-dvvw.EE?i--1È LA DNERGEJ.tl V



NON TUTTE LE [ ≤ IR
"

EMBEDDED

SONO ORIENTABILI

" ÷
NASTRO D)

M'ÓBIUS

SE CONSIDERO vs Pf f :D → IR Di CLASSE (
B-

A ≥ Ù Eau ⇒

☐ f- = È #
ftp.ne-fdiv f) = fbf inani

JU U U LAPLACIANO Di f
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TEOREMI ( DIVERGENZA)
U E /R

"

ARERTO LIMITATO

[ = JU DI CLASSE (
1

F : A → IR
"

di classe
(
ʰ

Ù c- A APERTO di IR
"

⇒ SEN' = / divi
a. U U

dove
dirti È TÈ

:

-



DI

① là
,» e- IR

"

E- ti

x' c- IR
"

µ
→

(sei ,1) c- E [ ×
'

SUPP .

CHE I C
= Brl " !) ✗ ( y ,- { , gote )

e f : Brini ) → ( Y
.

- E
,
Ite) Di classe (

^

T.C
.

[ n [ = P
f

'

SUPP . CHE v-txl-nlx.cn
u (se) :

→ IR sptus [



diva * (
n'
is)

flx
'

)

fj-dy.be
'

/ dirvi. / ¥4;D :S
Ù ciu Brini) 1- E

=/ nlàiiài) =/ j;;÷= / meine :{ v. N
'

Brini ) p
,

Eric [

e

N : ÈÈ:
÷



② 2. E [ supp . CHE
] RT -

c
.

sptv ≤ Baird E V-ieff.in}

3- fi : et → IR

T.C.
[ nblxd = P IN DIREZIONE li

R fi

OSÉ SI PUÒ SEMPRE SUPPORRE
,

PRENDENDO
R PICCOLO

,

se Nix ) N'0N È PARALLELO Brad

A li
ti

.



Sdivv = / [ ¥ = E / Ife
;

= [fviei-N-fv.nui 27
U

i

U ]
i

[ [

PER ① APPLICATO CON ✓ = Vi -li

③ Supp . s.pt/v)c-Brl1) ma CHE Nino) = li PER QUALCHE Ì

SCEGLIAMO Leman ORTOGONALE
T.ci

.

LNG) Non È / A ljtj

E OSSERVIAMO CHE

µ
VA VERIFICATO

{ divv = fdivrdx-f.divlvlikdy-flvRYLNK.ly)y
Bi" " L(Bpieonu) ② LK)



⇐ Sull'y ) -NII;) = fra Noi) ✗ =L
.

}
LE) (E

2 VA VERIFICATO

④ DATO CHE [ È COMPATTO possiamo

TROVARE 29 : -
- % E [ E R > 0

T.cn . [ E Ù Batki ) , [ n Bpl?)
È GRAFICO

.

ii. 1

Vie { 0,1, . . N} Ini : IR
! [0,1 ] PARTIZIONE DELL'UNITÀ

di classe C
'
T.c

.

È yiin) - I tre
Ù
, Spt 1,50 , sptly ;) c- Brini)

i - ◦ Vi
.



✓ = È v1 ; tac. Ù sptlv ?) ≤ Bala ;) ii. {1
.
. -

N}
i :O

Nativo= [ Livvy
;
+ v.Mi =divvtv.tt/I7i)=divvi--0i--

o

⊕
"

sohu.ly ;) ! È / divini) .Sdivv = [
ii. 0

µ
i -1

µU

' Tanti ; - San
N

in

2 [

⊕ fdivfiy
.

/ =/ divw :[ / ÷;D -1=0 ,
wia)={% "

"

0 xc.lu
↓

U
1pm

È IR
"

FUBINI -TONELLI



INTEGRALI SU SUPERFICI IN IR
>

[ = g. (D) ☐ ≤ IN DOMINIO REGOLARE

9 : A→ È Di Classe (
1

,
INIETTIVA ,

2k /Dy) -2

D- ≤ A

rkliq) -2 ⇔ gia -1-0
% c-D-

% " % c- < 1,4 ,>
>
= TE

>

quindi
N :-. ÈI
IERI

DEFINISCE UN' ORIENTAZIONE D , [
.



① f:[ → IR CONTINUA

{f = / fly) ] , =/
fly) lqaq.to/udv

☐ D

② F : [ → IR
]

CAMPO DI
VETTORI CONTINO

SFN =/ FHI.hu/i9r)-.lqaYrl=fFH-thiYv)dudr
E D Hunter / D

mi:÷



→ ce
1122 1,23

SE CONSIDERIAMO L'ORIENTAZIONE POSITIVA Di 21)

Cf INDUCE
UN' ORIENTAZIONE POSITIVA DI DE

CHE INDICHIAMO CON
ÈE



N

SI PUÒ VERIFICARE CHE
TAN

Hae 22

IL VETTORE
TAN e Tyla)

ÒE
④{PUNTA SEMPRE

"
Fuori

"

DA [
.

ANALOGAMENTE DATA ⇐ N) SUP . ORIENTATA IN IR
}

È DEF. L' ORIENTAZIONE
POSITIVA E

DALLA
CONDIZIONE ④



TEOREMA (STOKES)
-

&
,

SUPERFICIE in IR
}

COMPATTA ,
ORIENTATA , DI

CLASSE (
1

E DATO
F :b → IR

]
Di classe

CI

con [ SA
APERTO SI DICE

ROTORE di F

( att
,

Inf )
⇒ |KÉN[ 2+2 ↓

* ÷ :) :(÷ -÷. . :÷:& .IE;-)DOVE rot F = def (
e
'
% e

}

* Fa %
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TEOREMA (STOKES )

&
,

N ) SUP . ORIENTATA ,
COMPATTA

,
CON BORDO

,
DI CLASSE (

ʰ

[ C- 1123 N CAMPO NORMALE CONTINUO

F. → IR
} A ≥E APERTO FE CICA

,
.IR
' )

⇒ frati - N = ff
E SE

ste = detto: : :) - ( 3¥ -3¥ .IE -3¥ , 'È
-%)

ROTORE di f-
' IÌ E F}



DX
① Supp .

[ = GIÀ) q :
D- c- R' → IR

]
iniettivo

☐ DOMINIO
REGOLARE IN IR

≥

SUPP . qe
(
2 ( IL CASO qe

CI SI FA PER APPROSS .)

qln.ir) :( 217191401 ,
2- (4h)

Flay ,≥) - ( ✗ (7471,144%4,2-(9%8))"

È E

'

È

|":÷TsrtF.N-flrd-FYI.GG/dndrJy=l%a9vl
E D



=/ t.ii.ki-iu.tk?Hr:-::HYHi:HLj-.-:::f)Xryv Zv

D 11%-17,1%4%1171)
22 - Hab) ott) :("Alik) tel;D

parametri top ÒD -(ÈÈ
dott) :(adulti,#il-1,21-1)

PARAMETRI 77A 2+2

9kt) :(xnukxrviyiii-y.vi-ziii-z.ir
' )

1
1

SE. / FINITA :&, 441
") # =/ Hai.kz?zn)u'+(Xxi-Yyr+7:)r'dt

a 'E 0
0



=/ (Xxntvy; ?:) dui-LXzi-Yyrttz.tv
JD

| / Xxvi. http://si-Yyi-tzfrdndr=

↑

GAUSS- GREEN D

=/ ( XYI-XYI.FI?Tiv+YaIYv+YyY/ri-YzznY ,
☐ +7×4%+7,171.7%7-¥1-✗yyrtn-Xzzvfn-%77-VL-k.fr?-?Tfn-ZyYEu-/-z--n) dudr
= { Rott . N VERIFICA DIRETTA



② In generale [ =
Ù 9 :(5) 4. (D) ng.CN =P i. j
ii. 1

N . Hihi " ( 9.) v

È
in FMI ≤ E

fritti . E / rotta. ) . (Hitachi) dndr
↑
"

[ i "
D

fi ! È f ¥

"

É:÷÷:.sig ÷ ' ÒE ;

E. = 9:( 5)
"

È, 9!"



⑦ SEGUE DAL
FATTO

CHE

SE = - ft
2+2
; natj attirati

CIOÈ 2% ; e
2%
,
SONO

ORIENTAZIONI
OPPOSTE

DELLA
"

CURVA
" 22 ; nd §



* - FORME DIFFERENZIALI IN IRN

FORME MULTI LINEARI
ALTERNANTI DI GRADO K

( K - COVETTORI )
UN K - COVETTORE W È UNA FUN] IONE

a :(RY
"

→ IR

4. . .hn ) → alle .

.hn) t.cn

① ci È LINEARE IN OGNI Li
,

CIOÈ

w / % . .
_ È , / tutti , Lin , . .hn ) - ✗ wlijm;-)

+ Paul .-17 . . )

V-4BEIRV-yvc.IR
"



② " ( Ira ), - - loin,/ = sgnhwlhi.hn)

EI WIL) - v. L 1- COVETTORE

vela
"

colli . .hn/=det(l,...1n)n-covETTORE
⇐ Iil ; per i-jwlha.lu )

- O

I K- COVETTORI
COSTITUISCONO UNO

SP . VETTORIALE
su R CHE si indica

con ( l'↑
"

)



DATI 71 . . .

] ne { 1 , - - n} Pongo 7. ( 1
.
.

-1k )

Definisco
da

>

= DI;D }; - - da> µ
t.c.dz/hi.-hn)=det((hj)y;)

;
K - correttore

↳ narice Kxk

L' INSIEME DEI
DX
,

CON I < { < . -
- 1k

DEFINISCONO UNA BASE DI ✗
*
( IR

"

) ⇒ clima %)
LÌ 0/7

,
.
. Olsen sono una Base di ( IR

" / = IR "



◦ dxxdy ,

doenitz
,
olyiidz sono una Base Di AIR

' )

① dandogli . . .no/xnaENERaNnllR
" ) ( diminui) -1)

0¥ dse
,

-0 SE A ;-] ; PER QUALCHE Ifj

DX
;

= sgn
G) dr
,

se
1 ! = 1-

oli )
tti

IN PART .
dal
,
-0 f) se K > n

DEÌ È DEFINITO UN PRODOTTO ESTERNO A

✗ (w
,
a) = wax

Nè Me → diete



DEFINITO SULLA BASE

✗ (da
,
#
da ) - dandoti. d'%;D: -adf.NL?dIue

A AM A

Nn Ne Mett

SI ESTENDE A

w - Zada, e ✗ = E bada,
MA,l

sohu.ie/n.n--{ (1
; .fr. )

: beh . -

n }
, he . _ < In }



Propi IL PRODOTTO ESTERNO ^ SODDISFA

① ( + b) nc = ✗
actb ✗ C DISTRIB .

0 c.axb = < ( aab)

o axb = (1)
""

(bro) se
oel! e belle
ALTERNANTE

* (amb) nc = ◦^ ( bac) associativo

DEE-AC.IR
"

APERTO la :# A
#
( IR
" ) si DICE

UNA K -
FORMA

DIFFERENZIALE

wcx) - [ w> (a)
da
,wj.A-YRAC-hn.it



Defi DATE W

,

✗ c-✗K
K - CAVETTORI

SI PUÒ DEFINIRE W -✗ = [ W, ×, C- IR

IENA
È UN PRODOTTO SCALARE SU HK

0¥ LE K- FORME IN SONO UNO spazio VETTORIALE

-

DEI DATA W K- FORMA ,
c'◦È w = [ wgd}

,
↳ EC

'

a

DEFINIAMO
LA ☒D- FORMA

n

dwi.EE?-id7dw--[ dw> "
da
,

tetsu ↳
1. panna

↳ Kianna



SI DICE

DIFFEREMOIALEESTERNOPROP-fpro.rsRIETÀ di d)

① 0/(44+94)=40/4+4 due W
, ,w,

K- Farne

G.GE/R.0d(axb)=da.b+(-1Jaadbak-fnmabl-ferma
0 d'a. dlda) - O tra K- forma (

2
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FORME DIFFERENZIALI

AEIR
"

APERTO

l'' (A) = { ci :P → Malik
"

) K - torna
DIFF . }

↓
SP . VETTORIALE

su IR

^ PÈRE
^ : si
:p
'

,
siete

↓ DIFFEREWHALEESTERNO-di.dk
→ rt
"

w . Gyda, due [ dugndoc,
a



Propi ① d / a #3) = datdb

④ dloa b)
= doxb + (1)

"

axdb per
"

① we (
2

⇒ d! = O

DI ① LINEARITÀ DELLA
DERIVATA

② a ≥ { a>
dr
,

b. = [ bada,
]

✓

aab = E ↳ band? " den
7,1

atlanto) :[ (da, -bruta,d) drider
:{ da,

da
#
^ badoer + a> dbndoh.no/ In

↳ 1 FORMA



= daab +
E (1)

"

↳ daga db,
ndr
,

= daa b t (1)
"
an

olta

③ d / da
,
) = O VI

w
,
Funzione È

,
dw
,
= [ 21 dai
i Osei

d'↳ = d (? IT
.

dai) = § ¥÷, dandy
.
+
'↳ dai!
II.Mi

= .FI?-a;-?;-a;) da : "
"
;
-0

" 0

d'w = d Edward% = § d'w, ^ dog
= O

a



DIÈ wer
"

È ESATTA SE ci - dw '

w

'

r
""

" E
'
CHIUSA SE dw - O

OSI w e C
"
ESATTA =) w CHIUSA

OSÉ LE FORME CHIUSE ( RISP . ESATTE) sono

SOTTOSPAZI DI R
"

SI DEFINISCE
Hʰ( A) =

{ WER
"
CHIUSE

~

W
,

~ wz SE W
,

- W
,

È ESATTA

K
≥
GRUPPO DI COOMOLOGIA DI A ( A COEFF

.
REALI)



It' (D) = { o} SE AÈ senti
.
CONNESSO

PULL BACK
DI UNA FORMA DIFF

.

f : → IRM ASIR
"
APERTO FEC

"
INIETTIVA

UN CAMPO DI VETTORI SU
A v:D → IR

"

f induce un campo W :-P (A) → IR
"

W ( fini) = dffvcn))

⇒
DATA

f COME SOPRA
,

work ( Rm )

ci
#ERTA) pull BACK

Di W ATTRAVERSO f

È DEFINITO da w#(%,V←)=w(dldf%)



IN COORDINATE
,

SE lo = [ W
, dai , SI HA

A

w

#
= [ (wjf ) dse,

#

,

dove y e. A ≤ IR
"

A
a. fly) c- IR

"

dx
,

#
=
df
,
#

^
..no/fz.=ZdetaH-..ftr.) / dy,e-"↳naif

.

)

0¥ w = SI CIOÈ w : IRI> IR

w

#

=
wof :b .> IR

n=m ⇒ w! (f) Jfdyiiidym
w - SETTE )

,

w - ad? " . - dem ,
# # #

# # #

PRI (4+02)=4+4 , (4^4)=4^4 ,
(d)

#

= dw
#



K - SUP
.

ORIENTABILI in IR
"

✓ < IR
"

SOTTOSP . dimv - K

( h
. .
.hn) base di V

Chi , .hn
' ) "

" "

( h
.
.
.hn) ~ (hi . - hi ) se detg > O dove G- GIA / ÈT. / .

Gli :b ! ti

{ Mi.hn#f . { Ù, i } due orientazioni
"
✓

CONVENTO . [(& . _ la SI DICE ORIENTAZIONE POSITIVA DI
IRK



Defi MEIR
"

K- VARIETÀ C ' SI DICE ORIENTABILE

se 3- f : M → {TÈ,Tri} continua

UNA TALE f SI DICE UN' ORIENTAZIONE g. | M

NOI significa che 77 : M → { ( him
,
. -
Gin)} cont.

BASE Di Tan

0¥ M - du) ceec
' rkldq ) = K ⇒

M È ORIENT .
E [ ( ☐919 ) . . ) ] È UN'ORIENTAZIONE

DI N .

PRI: M ORIENT .
(=) ] {9; } ,:<µ , Yi

: V → IR
" CI INIETTIVA

N rkldce? - K
T.c . M'- V9;

" )
e det (DÌ;) >0 Vii, dove &; È?E'

↳ CARTE



Eserciziari M ≤ IR
"

(n- t) sup .
,
M ORIENT. ⇔

3 SCELTA
Continuava di N : M » (TM) (o}

IL

IR

INTEGRAZIONE DI K- FORME su K- SUP
.
ORIENTABILI

UEIR
"

APERTO WESTEN) w = onda
,

^ . - dxn

DEFINIAMO { W fa
U

UEIRK q :
U → IR

"

C
"
iniettiva RKCDY ) - K

M - 9 / U) K - SUP .
WESLEY?

"

)

{yw = { È w

#

PULL BACK DI cu

'U ATTRAVERSO 9



MEIR
"

K - SUP . ORIENTATA
N

M - V9;(Ù ) , 9in) nq.lu) -1 c' ≠ ;
i :|

④ q.tl, ) . _ .
019 :(% ))] È l'orientazione di M ti Etto -0

#

⇒ fu = [ f w = [ fw ! W
;
È il PULLDTACK

M
i q.lu )

i U con cf.

0¥ SE
N' E M' SONO LE DUE ORIENT. Di M

fw =
- Sw

M
"

A-



Propi fan;D ; = ✗ fu, + A /% 4 PER

M M
n

fw = fuutfw se i?*- Mi /
niuna n

,
%

VARIETÀ CON BORDO

IR
"

≥ M K- SUP .
C
'
con BORDO se

see M

J U int. Di
se

E ☐ ≤ IR
"
Don'N' ° REGOLARE ( con BORDO )

qf
CI INIETTIVA ,

nk (Dy) = K
E 9
:D» IR

"

t.c.mn Ù
= YCD)

"

BORDO DI M
,

(K- r) - SUP . [
1

am = V9 (ad )
q ↳ (NON PROPRIO

._
)



TM

È:[ÈÈ
GCDIEIR

"

IR
"

M ORIENTATA POSSO SCEGLIERE 4 T.ci

[( Lyle;) . .)] È l'ORIENT. Di M

V-yc-JDSCE.co (Y . - via,
) BASE Di

TD T.ci

( Y; - Te , > nè» ) ]
= { (4 . - en ) ] QUESTA

È

L'ORIENTAZIONE Positivo DÌ DI 3D ,



⇒ [ ( . - Lyly) ? . .)) DEF. UN' ORIENTAZIONE di 2N

CIOÈ SE N È orientabile ⇒ 2M È ORIENT.

E UN
/
ORIENTA b. DI N NE INDUCE UNA DI 2N

ORIENTATA

TEI M K - sup
.

Che in IR
"

(STOKES) w.cl
""

( IR
") torna DIFF

.
( 1

=) ] du = / W
TEOR.DN.IN/R

"

n an ↓

⇒ (traccia) se M - QCD ) / dw =/ da
# =/ w#=/ w

.

9A) D ad an
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EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

ORDINE KEIN

FÉIN torna implicita

F.fi/IRYk-slRcowTiNuay:I-slRFUNiki0NEINCOGNITA
IEIR

IN CERTI CASI
SI PUÒ SCRIVERE

y%x ) = È ( se
, y ,

.
- y

" ) FORMA ESPLICITA



COL CAMBIO
DI VARIABILE

(n-1 )

Yin > =/ ylx) , Yin , . . - y Cn)) c. IR
""

posso
SCRIVERE L'EQUAZIONE COME

Y' = f- ( se
,
Y ) PER

UN'OPPORTUNA
f CONTINUA

↳ PRIMO ORDINE

DOMANDA : SOTTO
QUALI IPOTESI

ESISTONO
SOLUZIONI ?

sono
uniche ?



PROBLEMA DI CAUCHY

y
'
- fcsgy ) f : HA → IR

"

AEIR
"

4,90) E TXA{ g. (1)
'
_ Io

dato intatte

PER
SEMPLICITÀ SUPP . I' (7-9,7+9) , A- Brly . )

a

a> 0
,

r > O

TEOREMI (
CAUCHY - LIPSCHITZ,

ESIST . E UNICITÀ LOCALE)

SUPP . f CONTINUA ,
LIMITATA E

ÉÈ
IN Y



cioe
' IL ≥ 0 T.c .

/ fin,y ,) - flash) / ≤
t.ly

,
-9,1

-471)
,
Hyde Fibra ?

⇒ 3- Solo , a) e ≥↓ye C' ( Is .IR
"

)
,

Ts' fiisists)

SOLUZIONE DEL PB . DI CAUCHY .



Ossj ( Formulazione
INTEGRALE )

INTEGRANDO Y
! / (*

, Y ) OTTENIAMO

fycxs-.y.i-Jflt.yltYdt-y@sNoylHEsol.DEL.PB
.

Di CAUCHY
⇔=⊕

PER RISOLVERE ④ BASTA SUPPORRE y
CONTINUA

,

LA 501 .

È AUTOMATICAMENTE C ?



DITI CERCHIAMO UNA 50L
. CONTINUA DI ④

,

UTILIZZANDO IL TEOREMA DELLE Contrazioni

( ( ( Is .IR
"

)
,
II. " n ) Isi. [ n .-Siris]

SPAZIO DI BANACH

Xgr :{ g.
c- ( ( ts.IR

"

) : ynet Keats }

sott . CHIUSO di [ ( Ìs ,
/R
"

) ⇒ ✗
g,
È METRICO

E corta LETO

R

PER yc-Xs.ir Dei . Fly ) = y ; / fltyltldt
No



F : ✗
%
→ ( ( Is

,
IR
" )

YÉ sol . di ⊕
⇔ y - Fly )

DEVO VEDERE CHE Ì È UNA CONTRAZ . Su Xgr,

CIOÈ :

①FlyieXgrVYoXsyr@7Celq1IT.c.

✗ Fly .) - Floyd /là Chiho V-%1c-Xs.ir



SE SONO VERIFICATE ① e ② =)

] ! Sol
. Y PER IL TEO DELLE CONTRAZIONI _

① DEVO VEDERE / Fly) là) - Y . / ≤ r
VK.EE Ig

/ Figlia)
- y
.
/ =/ S

"

fltyltldt / ≤ M.S.ir
H
,

se /s
M' = max / flt

,
y ) /

Isi Biest



① / Flynn -FIN
'" / = / [flt.Y.ltddt-fiflty.ltDdt /

≤ | / flutti) - flt,Yin) / dt:
se

ftp.IYIH-YIH/ ≤ t.SN ,
-41! < " 4- Yahoo

se S<
⇒ SE S ≤ min (o , f- ,E) 7 ! Sol. y DEL.

PB
.
Di

Cauchy



0¥ Senza la llpsctt . Di f Non c'È UNICITÀ

y
'
= MI yln) -0 È SOL .

{
ylo) - 0

gia) :{
◦ ✗ ≤% È sol .

Kady se ≥% > 0

BAFFO/ Diremo



SOLUZIONE MSS ) MALE

Y : Ig
→ Br ( yo ) Sol

.

DEL
.

PB
.

Di CAUCHY

SUPP .

8<9
. yc-M-LIPSCITZIANAIy.im/=Ifln,yiaDiM--=llflla.

⇒ 3- lim ycx)
= y±

se → agts

SE gl' c- Brcy . ) ,
UOÈ / yty

.

/ < r =)

POSSO RIAPPLICARE IL TEO
' ED ESTENDERE La 501 ,

IN &. - { 7+5+8
' ) con S

'
> O



E lo STESSO SE g-6 Braf ) .

IN QUESTO MODO DEFINISCO UNA

SOLUZIONE MASSIMALE DEL PB
.

DI CAUCHY

y :(7-4,7+4 )
→ Brin . ) T.c .

① { < a ⇒
lim Yin ) c- 2711 )

x-sn.tk

② { < a ⇒
him glu) E JBRIY , )

se -3%-4



IN PARTICOLARE
,

SE 9--5=+00
,

C) ◦È don (f) = IRXIR
"

⇒

(
TEOREMA DELL'ASINTOTO

{ < + • ⇒
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A :[ → t'Mryn Continua

b : I → IR
"

"

LE soluzioni ESISTO GLOBALMENTE ( Pdf ] )

E SONO UN / CHE

SE (2) ≤ A IL SISTEMA SI DICEACOETF.GS/-bNtsEbcse--
0

"
" "

OMOGENEI



Prof LE SOLUZIONI FORMANO UNO

SPAZIO AFFINE DI DIMENSIONE n .
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È un RICOPRIN
.

Di Y.FI
⇒ II.YF;) ≤ §

IÌIF;)



① M ? BIIR
")

- dist (E , F) > O
se { d-d- (EF)

⇒ I:(Euf) = )Ì(E) + UIIF )
SU INSIEMI

⇒ HYE .F) = ME) #
" (F) |!!!!;)

µ
usando QUESTO SI PUÒ DIMOSTRARE

HYE) = It
"

(EnB) + JÌIFIB) VB ≤ R
"

causa

⇒ µ ≥ { chiusi Di IR
"} ⇒ M ≥ BCIR

" )



② È SUFF . VERIFICARE
,

PER la MONOTONIA di Jf
°

,

CHE È / Ùx;) . N
in

① E
,

✗
,

① E
,

×
,

✗
l

0 N

A:-p Ùx;) = inf { [ diam lei ) :{Ei / ieg Ricoprimento di vini,}
IEJ

= inf #J = N

SE S < 1min Mi
-✗jl

.

Litj



n

③ It µ È UNA MISURA DI BOREL INV
.
PER

traslazioni =) %
"

/
pypn,

≥

<£

BASTA VERIFICARE CHE %
"

(Bg) = IB
,
/ = wn

( DA VERIFICARE)



⑤ K > K
' ESIR

"

S > O

{ti}
;
Ricoprimento Di E con diam /E ;) < 8 ti

K- te
'

⇒ diam /E)
"

< S diam / E :)
"

2
" s'

'"
"

A:(E)⇒ stile ) ' II. %
'

-

fare ' > 0

⇒ "Iii ) ;;È÷÷ .
⇒
limiti:) > i linea
GO can ,

f) od
""

= +00



⑤ f C- LIP .

{ti }
,

Ricopri. Di
E ⇒ flti ) RICOPR

.

di f- (t )

e diam C- lei)) ≤ Cdiamlti ) ti

K

⇒ % lfct)) ≤ ÷ inf { [ diamlflti
))
"
: Ei riapra >

d- E}

≤ C
"

ng inf {
[ diam le :)

"
: Ei " " }

⇒ µ:(fa)) ≤ c " Hit )



OSI. It
"

Non È di RADON SE Kcn

CIOÈ NON È FINITA SUI COMPATTI
,

IN PARTICOLARE NON È 6- FINITA

INTEGRA-N-IONEPRENdis.noEEBIIR" ) o -Finito PER µ
,

cioè H
"

/
g

È 6-FINITA E f È HY
,
MISURABILE

(AD ESEMPIO
f continuo o f BORELIANA VA BENE)

DET-inianoffgfdH-fnfd-if.fi



EI 36
"

(E) - / 1 da
"

E (O' Ken , KEIN )

TESI [ E IR
"

SUP
.

Compatto (
1

K- DIMENSIONALE

f : IR
"

→ IR continua =) [ È G-FINTA PER I
"

E ff = / font
"

E
Z

DEF
.
Con LE PARAMETRI77

. Di {

IN PART . Il = Jf
"

( E) .

E



DIMENSIONE DI HAUSDORFF

DEE-Ea.IR
" din (E) = inf { K > o :).ME/-- 0 } c- [an]

A
Din . DI HAUSDORFF DI [

OSI PER IL TEO
PRECEDENTE

,

SE [ È K - SUP. (
1 (KEIN)

,

⇒ olim (E) = K .

A

7 insiemi E SIR
"
te . din
,

(E) ¢ /N .

E§ ( ≤ [ 91] INSIEME di Cantor
,

KEIR
"

CURVA DI KOCH

( INSIEMI FRATTALI )



VEDIAMO
IL CASO di [ E [0,1 ]

.

C VERIFICA ( = { ( u (§ + § c)

⇒ Nc) = just
"

/ c) + 1µm ⇒ 25nA
"

(c)

s;
36*14=(9+0) ⇒ f. = 1 ⇒kjgff-EHHDEYVERIFIMRE-HY%Dc-lo.to)

⇒ din
,
/ c) = lgs

log 3
'





INSIEMIFRDTTAL.lk( Rn) - { KEIR
"
compatto

,

K$4 }

da : KIIR
" ) ✗ KIIR

" ) → [ °, to)DISTANZDDIHAVDORFT-dy.IS
,
G) = max ( max d4 .

G)
,
mah dfy

,

G ))
✗ EC, YEG

dove
dai

,

C) = min 1×-1
'

×

,

"

YEC

c
,



TEI (KCIR
"

)
,
d)t) È una senz' 0 METRICO con PLETO

DI ① ↓
»
È UNA DISTONIA

① ↳ (4,4) - O → G- G

infatti
Max d (×

,
G) = ◦ ⇒ 4 ≤ (

2 } ⇒ 4=4se

E max dly , G) = 0
⇒ GEC ,

y

0 4,4 ) - d. 14,4 )



① DIS
.

TRIANGOLARE

4,4 , Se
KCIR

" )

tre C
,
IYEG t.c.be - yl ≤ dal -4,4)

e 3- 2- c- C } T.c.ly -2-1501*14,5)

⇒ ix. zl ≤ la
- y / + Iy-71 ≤ d)+ (4,4) + da / 4,4 )

≤ " t
"

⇒ mox dla,
✗ C- C ,

per
simmetria d

,

/ G. G) ≤ " +
"



② Sia C
,
succ. di Cauchy in K (Mn)

A MENO DI sottosta . Possiamo
SUPPORRE da ( Ge

,

Fet , ) ≤ §
h -1

⇒ d
,

( Ge
,
G) ≤ [ 1-
j.KZ

'
= ¥ n ⇒K

DEFINIAMO ( = { ne /R
"

T.c .
] sene Go con mè

se }
( LIMITE DI kvrtstowskl Del Cpe )



DOBBIAMO VERIFICARE ( c- KIIR
") e da ( Cn

,

C)→ 0
.

① [ ≠ / 'nenti da ( Cn , Gen ) ≤ % ⇒

3- seneca T.co/2en-Ie+ , / ≤ % ⇒ 2¥ Di Guay

⇒ gia
XEIR

"

⇒ xec

O tre C 3- seneca T.e.IR- sen / ≤ 4-
2"

INFATTI se = limon 2nF
(
n SCELGO n > K T.C.tk -Zen / ≤ §,n

dylcn.cn . , ) ≤ £. , 3- seni G. , te. /7. ioni
≤ In . ,

⇒ 7 se
,

.EC
; KEjfh-ilxj-seji.it ≤ §;



⇒ lxùxl ¥ la-senti.
È l"

;
-

% ! ≤ 2% ' JÈ {; ± %
⇒ dire

,
G.) ≤£ ⇒ /

"

kaxdk.GE/Yze--fREC

① Viceversa , DATO Yne Se ] KE E t.ci/Yn- ☆
n I ≤ §n

INFATTI
,
cone sopra 7

Yj
e Cj t.c.ly

;
-

Yj, / ≤ §;
⇒ y
;
→ sere IR

"

e 1%-11 ≤ È 19
;
- Y
,
;) = {µj - te

⇒ fj%d4.ci.LI ⇒ l'↓kG)≤É÷_



① [ LIMITATO .

Fisso K E CONSIDERO h > te ⇒

h -1

d
#
( % , G) ≤ [ 1- ≤ §,

j.KZ
'

V-xnecndkn.ca ) ≤ §
aeec ⇒ se .- linmaen seneca ⇒ d4, G) ≤ §

CE ↳ + Bigi. { sety : see G , yc-B-r.ge } Limitato



⑥ [ CHIUSO

sene C see /R
"

se

; %

poiche

'

↳ ( FG) ≤2% ⇒ dkk
,
G.) ≤ {µ

⇒ 3- ynec
"

t.e.IE YK / ≤§
1%
.

- n / ⇐ tante ) + ' 7- Yul ≤ Kim + Le → 0

K-10

K
Le Ch =) see C

.

✗ = limyn

OSI M SP . nitrico completo ⇒ ④ (M ) , da ) È
METRICO COMPLETO



T ISOMETRIA di
IR
"

Ì : KCIR" ) → KCIR") ÌCK) = UTG )
seek

È UN' ISOMETRIA
,

INFATTI

/ Tcx ) -Tly ) ) = / se - y ) REG
, YEG

⇒ dnltkl.TK)) = d. ( 4,4 )



TEO-q.i.IR?lR
" È una contrazione

,
1 ≤ i ≤ N

,

cioe
' / q.cn) - 4.

' Y ) / ≤ Ditty ) 7
,

- c- (0,1 )
,

IN

⇒ z ! ( c- KCIR
" ) t.c.C-uq.lt ) ,

i-1

DOVE 4. (c)
= U 4.K) .

REC

DI OSSERVIAMO CHE

N

1- (c) = V4 :( c) È una contrazione

i. 1

in ( KIIR
" )
,
da ) .



INFATTI
,

PONIAMO I = mah 7 ;
C- (0,1 )

i

E CONSIDERIAMO G
,
Czf K ( IR

" )
.

PER ✗ ET (G) = V4:( G)
i

⇒ se c- G. (G) PER un certo j

CIOE
'

se = q.CI )
È c- (

y ,

3- g- EG con
là -5 / ≤ d

,
( G

, G)

PONGO y-q.CI) e
1- (G)



Ix - y / = 19;
Cà ) - g. ( J ) /

≤ 1 là -51kg ] data , G)

⇒
dla

,
TIG )) ≤ la .gl ≤ 1- da lei , G)

PER sinnttrinv-yc.TK) d / 9,1741) ≤ 701214,4)

⇒ ldxltk.D.TK/E7d*lG,T-
PER IL TEO

DELLE CONTRAZIONI

7 ! CGKCIR
" ) i. e .

C- Tlc) .



ÉEnPl0(cuRvbDiKo
Ky

K
}

-

' È n-a.in:
-
a-.

. . . . .

⇔
h - I

K - linmkn curva ☐ i
Koch

,

Llkn) :(§) ( ( K,/ → +a

h

Kne KUN) kn " - Tlkn)



TAC) = U 4. (c) 4. G)
' ti / }) ti isometria

ist

Cf. Sono
CONTRA > ' 0h ' con Ii = }

PER IL TEOREMA 7 ! K te. K - TLK)

e the KARY T'" ( K
, ) ;) K in d

,

① QUANTO
È dim

»

( K ) ? calcoliamo

Nick ) = Di /TIK)) = Di / ftp.IKD-f.H.lk))



= 4 Hk)

SE Hick ) c- (9+00) PER j - din»( K ) ⇒

1 = §; j - di:(K ) : bgyj.ge (1,2 ) .


